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Capitulo 1

Método de Newton

Seja o problema de resolver o sistema de equagoes nao-lineares F'(z) = 0, onde
F(z) = (filz) falz) - ful2))
com F': R" — R™.
No qual, a matriz jacobiana da funcao F' é denotado por:
J@)=(Vhi@) V) - Vin@)"

Um dos processos para resolver F'(x) = 0 é o método de Newton, desenvolvido
por Simpson no século XVIII. Esse método é baseado na resolucao aproximada de
problemas.

O k-ésimo problema é dado pela aproximagao de F'(x) pela série de Taylor em

torno do ponto xy:

F(z) = Li(x) = F(xg) + J(xg)(x — xx).
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CAPITULO 1. METODO DE NEWTON 4

O ponto seguinte x,,1 é a solucao de:

Li(z) = F(xy) + J(zg)(x — x) = 0.

Se J(xk) é nao singular temos que Ly (z) = 0 tem uma unica solugao, portanto
o método de Newton em cada interacao k consiste em resolver o seguinte sistema

linear :
J(xk)Sk = —F(l’k)
Thg1 = T + Sy

Dessa forma o processo gera uma sequéncia de pontos {x;} que converge para
a solugao do problema.

O algoritmo para esse problema é dado por:

Dado zg € R".
Faca k=0.
Repita

Resolva J(xy) S, = —F(x).
Tpy1 = T + Sk

kE=Fk+1.

Até a convergéncia.
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1.1 Método de Newton com Busca Linear

Encontrar a solugao de um sistema de equagoes nao-lineares da forma F(x) =0 é

0 mesmo que minimizar a seguinte fungao:

f()=—||F )|* = Zfz

Nesse caso,

VA (2) = J(@)' I (2) + ) filx) V2 i),

Com F :R" — R™, J(z) = F'(x) € R™".

Considere o problema de minimizacao sem restrigoes da seguinte maneira:
Minimizar f(z), z € R".

Os métodos para resolver esse problema sao iterativos, portanto dado um ponto
xy, da iteragao k, devemos encontrar x4y tal que f(zx41) < f(zg). Para garantir
o decrescimento faremos x;1 = ) + tdy, onde dp € R™ é chamada de direcao de

descida, tal que, para e > 0 et € (0, €] temos

flag +tdy) < f(xr).

As direcoes que formam um angulo maior do que 90° com o gradiente da funcao
em xj sao direcoes de descida.

Para obter ¢, tal que f(x,+trdi) < f(x)) podemos utilizar a condigao a seguir.
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Condicao de Armijo
Sejam zy,d;, € R™ tais que Vf(zx) # 0, Vf(xp)'dpy < 0 e a € (0,1). Existe

e = €(a) > 0 tal que

flae 4 tdy) < flag) + atV fag) dy

para todo t € (0, €.

Essa condicao evita passos grandes. Porém, passos muito pequenos sao ine-
vitaveis, simplismente porque passos grandes nao permitem um decréscimo ade-
quado, mas é importante que passos grandes sejam tentados. Por isso, o primeiro
passo sempre sera t;, = 1 e diminuir o passo sem exageros até que a condicao de
Armijo seja satisfeita. De certa forma, esse mecanismo nao inibe passos curtos,
pois o proprio dj pode ser muito pequeno, isso motiva a introdugao da ’condicao
[’ definida por:

dill = BIV £ (i),

com (3 > 0.
Néo é interessante quando o angulo de dy e V f(zy) tenda a 90°, essa situagao
podera provocar convergencia a um ponto nao estacionario, para inibir essa even-

tualidade temos a ’condicao do angulo’

V(@) dr < =0V f () ]| i,

com 0 € (0,1).



CAPITULO 1. METODO DE NEWTON

Logo, o algoritmo de Newton com busca linear é:

Dados xo € R", a € (0,1), 5 >0, 0 € (0,1).
k=0.

Repita

Se V2f(xy) > 0.
Resolva V2 f(z)d, = =V f(x).
Senao
Defina By = V2 f(xy) + pul, p > 0 tal que By > 0.
Resolva Bydy = —V f(xx).
Se V f(aw)'dr > =0V f (zi) ||| di |l
Faca p = max {2pu, 10}.
Calcule By = V2f () + pl.

Resolva Bydy = —V f ().

Se [|di|| < BV f (x| faca di = pISLE G,
Obter t, de modo a satisfazer f(x,+tpdy) < f(xp)+at,V f(xg)tdy.

Tyt = Tp + trdy.

k=Fk+1.

Até a convergeéncia.



Capitulo 2

Método Secante

O método Secante obedece a filosofia dos métodos quase-Newton e a maioria desses
métodos tem como objetivo obter resultados satisfatorios com esforco computa-
cional menor do que o método de Newton, fazendo uma aproximacao da matriz
Jacobiana.

Os métodos quase-Newton sao baseados no seguinte formato:

Thy1 = Tk + Sk.

O método secante é obtido através da generalizacao do problema unidimencio-
nal de mesmo nome. Pensando dessa maneira temos que na k-ésima iteragao F'(z)

é aproximada por:

F(z) = Li(x) = F(x) + Bi(z — xy).
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Escrevendo para a iteragao k+1:

F(I) ~ Lk+1($) = F($k+1) + Bk+1(if - $k+1)-

A idéia é impor que a fungao linear Ly, i(x) interpole zy e xpi1. Logo as
seguintes igualdades devem ser satisfeitas Lpii(xy) = F(zg) e Lisi(Tps1) =
F(zg41). Vemos que a condigdo Lyii(xpy1) = F(xgy1) é automaticamente sa-

tisfeita. Quanto a condigdo Lii1(zr) = F(x) temos que é equivalente a:

F(xy) = F(2g41) + Brpr(Tr — Tpgr)

ou

Bii1Sk = Yk,

onde y; = F(zpr1) — F(a).

Esse sistema é linear onde a matriz By, € a incégnita. Diferentes escolhas
de By definem diferentes métodos secantes. Veremos aqui o método de Broyden,
onde dada uma matriz inicial By temos que na iteracao k a matriz By é construida

da seguinte maneira:

(Yx — BiSk)(Sk)"

Bii1 = By +
k+1 k (Sk)t<sk)

onde Sy = 11 — Ty
Para obter o préximo valor de z resolvemos o sistema Bjy11Sk11 = —F(241),
logo x = Sky1 + Tpi1.

O método de Broyden é o mais utilizado da familia dos métodos secantes.
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Algoritmo:

Dados o € R", By € R™™.
k=0.

Repita

Resolva B.S, = —F(xy,).
Th1 = T + S

yr = F(xp41) — F(ay).
By = By + %W.

k=k+1

Até a convergéncia
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Capitulo 3

Regioes de Confianca

Considere o problema genérico de otimizagao:
Minimizar f(x),

onde z pertence a um conjunto arbitrario €2 de R". A idéia é, a cada iteracao k,

construir uma aproximacao quadratica em torno de xy:
1
flae +h) = p(h) = flaor) + Vf(a)'h + éhtBkh

onde B € R™™ ¢ simétrica.

Em um intervalo pequeno em torno de x; podemos confiar no modelo, ou seja,
no conjunto {z € Q|||h|| < A}, no qual A > 0.

A cada iteracao k do algoritmo temos um subproblema que consiste em mi-
nimizar uma fungao quadratica com restrigio de desigualdade ¥ (h) = f(zx) +
Vf(z)'h+ sh'Bph s.a. ||h]| < A e para a préxima iteracao, se f(zy + h) < f(zx)
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CAPITULO 3. REGIOES DE CONFIANCA 12

entao fazemos xy, 1 = x,+ hy , onde hy é a solugao do subproblema, caso contrario

f(e)—f(Trt1)

T —B(hy) € P < 0.25 o modelo

Trr1 = Tg. A atualizagdo de A depende de p =
estd ruim nesse intervalo entao diminuimos o valor de A, quando p > 0.75 o
modelo estd muito bom, A podera ser aumentado e se 0.25 < p < 0.75 o modelo

estd razoavel e A nao é atualizado.

Algoritmo para o método de Newton com regioes de confianca:

Dados zg € R", Apin > 0, Az > 0, Ag € (Anin, Drmaz)
k=0.

Repita

hi, = argmin{ f (zp)+V f (z) h+3h'V2 f(zp)h  sa.  ||h]| <
Ay}

Faca py = %.

Se pr, < 0.25 entao Agyq = maz{3||hull, Amin}-

Se pr > 0.75 e ||hg]| = Ay entdo Ay = min{2Ak, Aoz -
Se '0.25 < pp < 0.75 7 ou 'pi, > 0.75 e ||hi|| < A)’ entao

Ak+1 - Ak

Se pr. < 0 entdo Ty, = Tp SENAO Tpy1 = Tg + hg.

Até a convergéncia
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Para resolver o subproblema quadratico com restricao utilizamos o seguinte

teorema:

TEOREMA 3.1 O vetor hy, € uma solucdao global do problema de regiao de confianca

se, e somente se, para X\ > 0 as sequintes condicoes se verificam:
(V2 f(zk) + ADhy, = =V f(zy)
A(lhe]l = A) =0
V2 f(zg) + M >0
Algoritmo para o subproblema quadratico:

Dados A\g = 0, A > 0.
i=0.
Resolva V2 f(z)h; = =V f(zy).

Se [[hi]| < A e V2f(xy) > 0 entao hy = h; é a solugao do problema.

Se ||hil| > A
1=1+ 1.
A = 1073,

Repita
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Faga a fatoracao de Cholesky: R'R = V2 f(xy)+ 1.
Resolva R's = =V f(xy) e Rh; = s.

i=i+1.

Enquanto ||h;|| # A.

hi = h;.
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Capitulo 4

Penalizacao

A penalizagao é um procedimento que consiste em converter problemas complexos
em outros cuja resolugao é conhecida. A penalizacao acrescenta um termo na fungao
objetivo de maneira que a restricao seja eliminada.

Na penalizagao interna a fungao objetivo é modificada agregando um termo
funcional que tende a infinito quando o ponto se aproxima da fronteira. Os métodos
de penalizacao interna sao conhecidos por métodos de barreira.

Na penalizagao externa acrescenta-se um termo na funcao objetivo cujo custo

aumenta com a violagao das restrigoes.
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4.1 Meétodos de Barreira

Consideraremos os problemas de otimizacao da seguinte forma:
Minimizar f(x)

s.a. c(z) >0
reD

onde D é um subconjunto do R", ¢ : R* — R™ ¢ Q = {z € D|c(x) > 0}.
Existem dois exemplos classicos de fungoes barreiras para esse problema: a

funcao inversa

m

=3

i=1

e a funcao barreira logaritmica

P(a) = =) log(ci(a).

Acrescentando a funcao barreira a funcao objetivo do problema de otimizacgao
temos:

Minimizar f(x) + tP(x)
sa. x € QY

onde t > 0 e decresce a cada iteragao.

Método basico de penalizacao interna:
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Dados t; > 0, xo € Q°.
k=1;
Repita
Encontre z;, = z(t;) solugao global de
Minimizar f(x) + t,P(z)
sa. z € Q.

Escolher t5,; tal que 0 < 11 < tg.

k=k+1.

Até a convergencia.

4.2 Penalizacao Externa

Seja o seguinte problema de otimizagao:
Minimizar f(x)

s.a. h(z) =0,

onde h: R" — R"™ e Q = {z € R"|h(z) = 0}.

Veremos alguns exemplos de fung¢oes de penalizagao para esse problema:

P(z) = ||h(=)|I2
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CAPITULO 4. PENALIZACAO 18
P(z) = ||h(z)]]2
P(z) = |[h(@)[lx

Podemos reescrever o problema de otimizagao com restricoes de igualdade co-

Minimizar f(x) + pP(z), z € R".

O parametro p aumenta a cada iteracao.

Sistematizando as idéias temos o seguinte algoritmo de penalizagao externa:

Dados p; > 0, o € R™.
k=1;

Repita
Encontre ), = x(py) solucao global de
Minimizar f(x) + ppP(x).

Escolher pii1 tal que pry1 > pk.

k=k+1.
Até a convergencia.
Considere o seguinte problema com restri¢coes de desigualdade

Minimizar f(x)
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s.a. c¢(z) >0,

onde ¢ : R" — RP e Q = {x € R"|c(x) > 0}.
Nesse caso podemos usar a funcao penalizacao descrita abaixo:
p

P(z) = (min {0,¢i(x)})”.

i=1



Capitulo 5

Lagrangeano Aumentado

Consideraremos o problema de minimizagao com restrigoes de igualdade
Minimizar f(z) (PE)

s.a. h(z) =0,
onde f: R" - R, h: R" — R™.
As condigoes de otimalidade de primeira ordem para esse problema sao dadas

pelo sistema nao-linear

t

Definindo a fungao Lagrangeana de maneira usual 1(z,y) = f(x) + h(x)'y e

fazendo VI1(z,y) = 0 obtemos as condigdes de otimalidade descritas acima, por-
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CAPITULO 5. LAGRANGEANO AUMENTADO 21

tanto, um problema equivalente para (PE) é dado por:

Minimizar f(z) + y"h(z)

s.a. h(z) = 0.
Aplicando a penalizacao quadratica

Minimizar f(z) + y'h(z) + gh(a:)th(:c),

resolvendo esse problema, obtemos
V(@) + W (x)'y + ph'(2)'h(z) =0
ou
Vf(x)+ k' (x) (y + ph(z)) = 0.
Esse raciocinio sugere o seguinte algoritmo para o problema de minimizacgao

com restri¢oes de igualdade (PE):

Dados g € R", py > 0 e y; € R™.

k=1.

Repita

xp recebe o minimizador de f(z) + yph(x) + Zh(zx) h(z)

tomando x,_; como ponto inicial.

Se ||[h(x)|| > 0.1]|h(zk—1)|| entdo pr = 10pk.
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Faca yri1 = yr + prh(z).

Pk+1 = Pk-

k=k+1.

Até a convergencia.

Em cada passo do método é garantido, pelo processo de minimizacao que

Vf(xr) + B (wr) (yr + ph(xr)) = 0.



Capitulo 6

Conclusao

O método de Newton para resolver um sistema de equagdes nao-lineares utiliza
a matriz Jacobiana , enquanto o método secante faz uma aproximagao dessa ma-
triz, cada método aqui tratado possue suas caracteristicas préprias abrangendo

diferentes problemas de otimizagao.
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